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Abstract

Neste texto, vamos tratar do postulado que tem a interpretacdo da conservagao do momento linear de um sistema de particulas

isolado. Veremos como este postulado da origem & segunda e & terceira leis de Newton.

A conservacao do movimento

Nas se¢oes passadas, vimos como dois postulados fundamentais estabelecem a dindmica do movimento de uma
particula. O postulado 5 é uma releitura da primeira lei de Newton. Para nossos propésitos, ela é importante
para a definicao dos referenciais inerciais. Esta definicao difere da apresentagao usual da primeira lei em
um aspecto importante. Substitui o conceito de for¢a (ou auséncia de), por um conceito mais preciso, o
de particulas isoladas. Neste contexto, uma particula isolada é aquela longe o suficiente de qualquer outra
particula (ou campo), que possa com ela interagir. De fato, a existéncia de um referencial inercial implica na
existéncia de infinitos referenciais inerciais, todos medindo uma particula isolada como aquela em movimento
retilineo uniforme. Dizemos, também, que tal particula é livre, ou inercial.

O postulado 6 estabelece a conservacao da energia total de um sistema isolado. Com estes postulados, somos
capazes de tratar sistemas unidimensionais, ou seja, sistemas com apenas um graude liberdade. Foram os casos
da particula livre, da particula sujeita a um potencial linear na posicao e da particula sujeita ao potencial
quadratico. Contudo, problemas surgem quando temos dois ou mais graus de liberdade, pois a conservacao
da energia nao é suficiente para determinar univocamente a dinamica de sistemas multi-dimensionais.

Este problema tem relagao com a definigao e resolucao, mais precisamente da integrabilidade, de equagoes
diferenciais ordindrias, que de fato descrevem a dinamica desses sistemas.

Introduzimos, assim, o postulado
Postulado 7 - Principio da conservagao do movimento:

Sejam n particulas que interagem ente si, mas sao isoladas em conjunto, observadas por um
observador inercial. Seja vy (t) o campo de velocidades da particula I, sendo I = 1,--- ,n. Entao:

1. Existe uma combinacao linear tunica e positiva definida das velocidades tais que o vetor
resultante é uma constante no tempo, ou seja,

dp _

=0, (1)

dmre R, : ZmIVI (t) =b
I

As constantes m; sdo independentes do tempo, do sistema referencial escolhido e da natureza da
interagao. Dependem apenas da natureza das particulas.



Com a proposi¢ao acima, podemos prosseguir com as seguintes defini¢oes:

Massa e momento linear: A constante m; é definida como a massa referente & particulas I.
O vetor p é denominado quantidade de movimento, momento linear, ou simplesmente
momento do sistema.

Vamos considerar, por simplicidade, o exemplo de duas particulas isoladas. Temos
P = m1Vi + maVva.
Neste caso, definimos o momento de cada particula como

P1 =M1V, P2 = MaVva,
de modo que
P = p:1 + P2.

Evidentemente, se as velocidades sao vetores por rotagoes, os momentos também o sao. Se p é constante,
temos

d d
dfl; =0 = % (m1V1 + TTLQVQ) = 0,

ou seja,
mia; + meas = 0.

Voltando ao sistema de n particulas, as expressoes anteriores resultam em

P = th P1 =mIvy, (2)
I
bem como
®_y > mya; =0 (3)
7 d rar = 0.
Forca

Da equagao (??), vemos que a conserva¢ao do momento implica em que a soma da massa vezes a aceleragao
de cada particula deve ser nula. Podemos definir

Forga: A forca que age sobre uma particula I de momento linear p; e massa m; constante é
definida pela expressao

F]:?:mlal' (4)

Note que F é também um vetor por rotagoes. Dessa forma, a conservagdo do momento implica em ), F; =
0(5)para um sistema de particulas isolado. A definigdo (??) é equivalente & segunda lei de Newton.

Voltando ao sistema de duas particulas, (??) resulta em

F, = —F,, (6)

ou seja, a forga que a particula 2 exerce sobre a particula 1 é igual ao negativo da forca que a particula 1
exerce sobre a particula 2. Esta é a expressao matematica da terceira lei de Newton na forma forte.



Novamente, a Energia

Vamos tomar o caso de uma particula de massa m sobre a qual age uma forca F. Neste caso, a dinamica é
dada pela
F = ma = mv = mX, (7)

ou seja, conhecida a forga F = F (¢,x,%), (??) torna-se um sistema de trés equagoes diferenciais ordindrias
para o vetor posicao.

Vamos tomar o produto escalar de (??) por v, que resulta em
F-v=mx-v=mx-x

Note que

portanto,

1
2

2

Aqui, reconhecemos a quantidade K = sm%x* como a energia cinética.

Da equagao (??) vemos que, se a forga é ortogonal a velocidade, a energia cinética se conserva. Ou seja,

dK

F-v=0 =
Este caso inclui o da particula livre, em que F = 0.

Vamos supor que a forca F seja derivada de um potencial V', como no caso dos sistemas unidimensionais que
estudamos anteriormente. Ou seja,

F=_VV, (10)
em que V é o operador gradiente:
v (2,90 oy a
Entao, (??) resulta em
i(;mv2>:F~X:—k~VV=—Cgt/+?;- (12)
Neste caso, como F - v = dK/dt,
%(KJrV):aa—‘t/. (13)

Portanto, se a forga é derivada de um potencial e independente do tempo, temos uma constante de movimento,
dE

EFE=K+V, —=0 14
+V, =0, (14)

que é a energia mecanica da particula.



Trabalho

A energia de uma particula em interagao pode mudar com o tempo quando a interagao é modelada com um
potencial dependente do tempo, mas existem casos em que, sequer, uma energia potencial pode ser definida.
E o caso, por exemplo, dos sistemas dissipativos, em que a energia cinética se perde através de outras formas
de energia. O atrito, por exemplo, é um tipo de interacao dissipativa, em que a energia do corpo ¢é dissipada
através do calor, de ondas sonoras ou, até, através de ondas eletromagnéticas. As interacoes mecénicas no
nosso ambiente sdo, com rarissimas excegoes, dissipativas. Contudo, muitos sistemas desse tipo podem ser
tratados com potenciais especiais, assumindo-se o conhecimento de um segundo sistema, de modo que o
sistema fisico de interesse e este sistema interagente formam um tnico sistema isolado.

Os sistemas verdadeiramente conservativos, surpreendentemente, tornam-se maioria quando tratamos de
sistemas moleculares, atémicos e sub-atomicos, ou quando tratamos de interacoes em larga escala no Universo.

Ainda assim, hd um conceito que descreve o quanto determinado sistema troca energia com o ambiente,
quando sua energia cinética nao é conservada. E o conceito de trabalho.

Vamos supor uma tnica particula de massa m que desenvolve uma curva C; em R, como na primeira figura

(1.

B B

A A

Figure 1: Na esquerda, uma particula pode desenvolver uma curva C7, ou uma curva Cs entre os pontos A
e B. A direita, a particula percorre a curva C; de A a B, retornando ao onto A através da trajetdria Co,
formando um circuito fechado C.

Como vimos, no geral, a derivada temporal da energia cinética da particula nao deve ser zero. Temos que

dK

paialal B
di x

o que vale em cada ponto da trajetoria. Como a velocidade é tanjente a C; em cada ponto, o produto escalar
a direita de (?7?) é o mddulo da projegao ortogonal da forga que age sobre a particula, sobre sua velocidade.
Este observével escalar é conhecido como Poténcia.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Trabalho_(f%C3%ADsica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pot%C3%AAncia

A equagdo (?77?) pode ser escrita como

ik =F - g~ F . dx,
dt

o que fornece a diferenca infinitesimal da energia cinética relacionada a poténcia dissipada em uma uma
por¢ao infinitesimal de tempo (primeira igualdade), ou simplesmente & projecao da forga sobre um elemento
infinitesimal de distdncia sobre a curva (segunda igualdade). Esta equagao nos fornece o quanto a particula
troca energia com o ambiente enquanto passa o tempo, sobre sua curva horaria, fornecendo uma boa forma
de definicao de trabalho.

Agora, do ponto A ao ponto B sobre C7, podemos integrar (?7):

XB tp
WCIE/ dK:/ F~dx:/ F - vdt.
Ch XA ta

Esta integral é definida como o trabalho da forga F sobre a particula entre os pontos A e B sobre a curva Cf.
Note que a integral em dx é uma integral de linha.

Note que, em razao da expressao (?7), o trabalho sobre a curva C; é dado por

tp tp
Wclz/ F~vdt:/ dK = K (tg) — K (ta).

ta ta

Portanto, o trabalho sobre uma curva é igual & variacao total da energia cinética sobre a curva, W = AK.
Este resultado é conhecido como Teorema Trabalho - Energia Cinética.

Como toda integral de linha, o trabalho depende da curva seguida pela particula. Isto deve ser evidente
através da forma fCl F - dx, mas também pode ser visto na integral f:B F - vdt, na qual a curva deve estar
codificada no campo vetorial v. Assim, na primeira figura 1, o trabalho sobre a particula para percorrer C
deve ser distinto do trabalho para percorrer C5. Embora a particula esteja submetida ao mesmo campo de
forgas F'(t,x,v,---), a forga em cada ponto da primeira curva serd diferente da forga em cada ponto da
segunda curva, e 0 mesmo ocorrera com o campo de velocidades. E natural nao esperar que o resultado seja
0 mesmo.

Forcas conservativas

Contudo, existem forcas especiais, denominadas conservativas, cujo trabalho nao depende da curva tomada
pela particula. A existéncia de forcas conservativas é de fundamental importancia para a validade da lei
de conservacao da energia, como veremos. A primeira consequéncia do fato de uma forca ser conservativa é
que, no exemplo da primeira figura 1, o trabalho realizado sobre a particula na curva C; é igual ao trabalho
sobre a curva Cs, ou seja,

/F-dx:/ F.dx, ou /F~dx—/ F.-dx=0.
C1 Cy C1 Ca

Em ambas as curvas, a particula caminha do ponto A ao ponto B. Porém, o que ocorre se, como na figura 1
a direita, a particula volta pelo sentido oposto da curva Cy apds chegar ao ponto B pela curva C;? Neste
caso, a particula percorrerd um circuito fechado C' composto por Cj e por —Cs, em que o sinal de menos
significa a inversao da orientagdo da curva. Na integral de linha, a mudanga de orientagao de uma curva
implica na mudanca de sinal da integral, ou seja,

/ F-dx:—/ F - dx,
—CQ C2


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_do_trabalho-energia
https://pt.wikipedia.org/wiki/For%C3%A7a_conservativa

que resulta, caso a forga seja conservativa, em

/ F-dx+/ F~dXEj{F~dX=O,
Cy —Cs C

em que § simboliza integragdo em uma curva fechada. O resultado vale para qualquer curva fechada, as
curva C7, Cy e C nada possuem de especial, portanto, o trabalho de uma forca conservativa sobre uma curva
fechada é sempre nulo.

Na figura 2, temos uma outra curva fechada = genérica. Toda curva fechada é uma fronteira para uma
infinidade de superficies abertas, como por exemplo, a superficie 3.

Figure 2: Palco geométrico para o teorema de Stokes. Uma curva « é fronteira para uma superficie X. Na
curva, orientada no sentido anti-horario, dx é um elemento de linha diferencial, tangente a v em cada ponto,
e um campo vetorial F é a forca que age sobre uma particula. Na superficie, cada ponto tem um vetor
normal n ortogonal & um elemento de superficie do.

Para qualquer campo vetorial F, é valido o teorema de Stokes

fF-dx:/dan-VxF,
¥ z

em que a segunda integral é uma integral de superficie. O teorema de Stokes tem a interpretacao de relacionar
a circulagao de um campo vetorial, ﬁ, F - dx, ao fluxo de seu rotacional sobre uma superficie.

No nosso caso, a circulagao de um campo de forgas sobre uma curva fechada é exatamente o trabalho realizado
sobre a particula que percorre esta curva. Assim, se a forca é conservativa, este trabalho é nulo, o que resulta
em

/don-VxF:O.
2

Agora, é sempre possivel que o rotacional de um campo vetorial seja ortogonal a determinada superficie 3,
mas o teorema de Stokes deve ser verdade para qualquer superficie encerrada pela curva. Assim, a igualdade
acima resulta em

VxF =0,


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Stokes

ou seja, se F é conservativo, deve também ser um campo irrotacional.

Outro importante resultado, embora complicado de se demonstrar, é conhecido como teorema de Helmholtz.
Este teorema nos diz que, sob certas condigoes de existéncia com as quais nao nos preocuparemos, um campo
vetorial F' pode ser escrito por

F=-VIV+VxW,

ou seja, pode ser decomposto em um gradiente e um rotacional. Note que as seguintes relagoes sao, portanto,
verdadeiras:
V-F=-V%W, VxF=VxVxW,

ja que o rotacional de um gradiente, assim como o divergente de um rotacional, sao sempre nulos. Portanto,
se a forga é conservativa, temos a validade da equagao (??), que resulta em

VxVxW=0.
A seguinte identidade é valida:
VxVxW=V(V-W)- VW,

mas ela sé serd zero se V. x W for igual ao vetor nulo. Neste caso,
VxF=0 = F=-VW.

No geral, V' é denomindado potencial, mas no nosso caso, veremos que esta fungao coincide com a energia
potencial.

Assim, todas as afirmativas abaixo sao equivalentes:

1. A forca F é uma forga conservativa.

O trabalho da for¢a F nao depende da curva.

O trabalho da forca F depende apenas dos pontos inicial e final da curva.
O trabalho da forca F sobre toda curva fechada é igual a zero.

O rotagional da forca F ¢é igual a zero.

A forca F é igual ao negativo do gradiente de um potencial.

O oUW

Novamente, conservacao da energia

Vamos supor uma forga conservativa F, que em razao dos desenvolvimentos anteriores, é igual ao negativo
do gradiente de um potencial V. Vamos supor o caso em que o potencial depende apenas do tempo e da
posicao da particula, por simplicidade. Veremos mais adiante que um potencial mais complicado, no geral,
nao sera conservativo.

Neste caso, vimos que o trabalho desta forca sobre uma curva qualquer é dada por

Wyz/F~dx:—/dx-VV,
Y Y

que vimos ser, também, igual a variacao da energia cinética da particula, ou seja,

K(xf)—K(xo):—/dx~VV.

Y

Note, contudo, que

ov ov ov oV oV


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_da_decomposi%C3%A7%C3%A3o_de_Helmholtz

em um sistema de coordenadas cartesiano. Neste caso,
ov
K (xy) — K (x0) = —/dV—F/dt—,
¥ 5 Ot

que resulta em

K () = K (x0) = =V () + V(o) + [ 150
K () 4+ V 05g) = K (o) £V (x0) + [t D)

Aqui, temos a energia mecanica F = K + V, assim,

ov
E(Xf) = E(Xo) + / dt—.
L Ot

Se 9V/ot = 0, temos que E (x5) = E (x¢), 0 que é uma forma global de conservagio da energia mecénica.
Assim, forcas conservativas conservam a energia mecanica em potenciais independentes do tempo.



