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Translacoes

O espaco euclidiano tridimensional R? é homogéneo, o que significa que ele tem as mesmas propriedades
geométricas independentemente da posi¢ao da origem do sistema de coordenadas. A homogeneidade também
significa a invariancia da métrica por translagoes.

Podemos analisar a operacao de translacdo de duas formas distintas. A forma ativa consiste em mudar a
posicao do sistema fisico com relagdo ao observador, ou seja, a distancia entre o observador e o sistema,
sem mudar a orientagao do sistema com relagao aos eixos ordenados. A forma passiva consiste em mudar
a posicao da origem do sistema de coordenadas, sem modificar a orientacao dos eixos ordenados em si.
Se z € R3 ¢ a posicao de uma particula, uma translacio ativa consiste em mudar a posicio da particula para
um determinado ponto y € R?, pela operacio

Y1 =21 t+ay,
T—y: Yo = Lo + asg, (1)
Ys = T3 + as,

em que ai, as € az sao numeros reais denominados parametros da transformacao. Por outro lado, uma
translacao passiva nao modifica o sistema fisico em si, mas apenas o sistema de coordenadas, o que equivale
a mudar o observador de posi¢ao. Neste caso, a mesma transformagao (1) tem a forma

Y1 =21 —am,
{$1,$27$3} — {y1,y27y3} : Y2 = T2 — a2, {a1,a2,a3} eR. (2)
Ys = &3 —as,

Note que a transformagao ativa é a inversa da transformacfo passiva, para que ambas representem a mesma
operacao. Por enquanto, vamos abordar apenas a forma passiva das transformagoes de translacao e rotagao.

Note que (2) é uma transformagao linear. Podemos coloca-la em uma forma matricial:

Y1 1 0 O —aq T r1 — a1

Y2 _ 01 0 —as xTo _ To — Q2 (3)
Y3 0 0 1 —ag T3 T3 — a3 ’

1 0 0 O 1 1 1


https://youtu.be/XV63t3aqu18

em que

100—@1

o1 0 —a
T@W=19 01 —a )

000 1

é a matriz de translagao.

A forma matricial é util para determinar algumas importantes propriedades das translagées. Primeiro, duas
translagoes em sequéncia formam uma tnica translagdo. Uma translagao passiva com parametros {a1, ag, as}
seguida por outra translacao de parametros {by, b, b3} representa uma dnica translacido cujos pardmetros
sao dados por {a; + b1, as + bs, asz + bs}. Para ver esta propriedade, vamos supor que o sistema de coorde-
nadas {z} seja transladado no sistema {y} através da transformacdo (3). Depois, passamos ao sistema de
coordenadas {z} através da transformagao

z1 1 0 0 —b; U1
29 _ O 1 O —b2 Y2
z3 - 0 0 1 71)3 Y3 ’ (5)
1 0 0 0 1 1
em que
1 0 0 —b
o1 0 —b
T (b) - 0 0 1 —b3 (6)
0 0 0 1

é a matriz da segunda translagdo. Substituindo-se (3) em (5), temos

zZ1 1 0 0 —bl 1 0 O —aq T
Z9 _ 01 0 7b2 01 0 —as ) (7)
zZ3 B 0 0 1 —bg 0 0 1 —as I3 ’
1 0 0 0 1 00 0 1 1
que resulta em
21 1 0 0 — (a1 + bl) 1 xr, — (a1 + bl)
Z9 _ 01 0 - (CLQ + b2) €To _ T — (CL2 + b2) (8)
z3 0 0 1 — (ag + bg) I3 T3 — (ag + bg) ’
1 0 0 O 1 1 1
Neste caso, vemos que a matriz da transformacao é dada por
1 0 0 — (a1 + b1>
. 01 0 - (CLQ + bg) _
T (a’ + b) - 00 1 — (CL3 + bg) - T(b)T(a)> (9)
0 0 O 1

ou seja, a matriz resultante é o produto das matrizes que compoem a transformacao, na ordem de realizacao
das transformagoes, da direita para a esquerda. Assim, se T'(a) e T'(b) s@o translagdes, T'(b)T(a) = T'(a + b)
também é uma translagdo. Esta propriedade é denominada propriedade de grupo.



A segunda propriedade ¢ a existéncia de uma translacao que deixa o sistema de coordenadas inalterado. Esta
translagao é denominada identidade e é representada pela matriz

T(0) =

14. (10)

O OO
o o= O
o= o o
= O O O

A identidade representa a translagdo com todos os parametros nulos.

A terceira propriedade é a existéncia de uma transformacio inversa T~ 1(a) = T(—a), representada pela
matriz

1 0 0 a1

. 01 0 ae
T-a)=| 4 o 1 o (11)

000 1

Obviamente, temos T'(a)T(—a) = T(—a)T(a) = 14. As propriedades de grupo, da existéncia da identidade e
do elemento inverso sao as caracteristicas de uma estrutura matematica denominada grupo.

Uma quarta propriedade é especial no caso das translagées. A composicao de duas translagoes em sequéncia
é representada pelo produto matricial, enquanto a ordem do produto entre matrizes importa no resultado, o
que é conhecido como nio comutatividade do produto matricial. Ou seja, se A e B s&o matrizes, AB # BA,
no geral. Contudo, matrizes de translagdo comutam entre si, ou seja,T'(a)T(b) = T'(b)T (a). Dizemos, assim,
que uma translacdo é um elemento de um grupo abeliano. O conjunto de todas as matrizes de translacao
sobre o espaco euclidiano tridimensional forma o grupo de translagoes T3. Note que o grupo T3 é representado
por matrizes 4 x 4, portanto, dizemos que o grupo tem dimensao 4.

Dizemos que o espaco R? é homogéneo pois a métrica euclidiana, que calcula a distancia entre pontos, é
invariante por translagoes. Podemos ver isso diretamente da defini¢cao

D (z,y) = \/(yl —21)? + (y2 — 22)" + (y3 — 73)°"

Uma translagio dos pontos z e y pelos mesmos parametros (ai, as,a3), em dois novos pontos z’, resulta em

D' (@ y) = (0 — 27 + (h — 24)? + (v — 25)° (12)

=\/(yl—a1—x1—|—a1)2+(y2—a2—x2+a2)2+(y3—a3—x3+a3)2

= Jn = 227 + (92 — 22)% + (35 — 25)?

Portanto, as translagoes deixam invariante a geometria dos espago euclidiano. Dizemos, assim, que o grupo
de translacGes é uma simetria de R3 e, também, que o espaco R? é homogéneo.

A homogeneidade do espaco euclidiano, que também pode ser demonstrada em qualquer dimenséo, implica
na invariancia das caracteristicas geométricas do sistema fisico, como suas dimensoes, por translagoes. Assim,
dois observadores transladados um com relagao ao outro concordarao com as dimensoes de um sistema fisico.



